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Abstract—Dit rapport introduceert een nieuwe benadering voor het modelleren van de Rotary Inverted Pendulum (RIP) door fractie-
orde calculus op te nemen in het wiskundige raamwerk. De RIP, een bekend niet-lineair dynamisch systeem van de vierde orde met twee
vrijheidsgraden, wordt traditioneel beschreven met differentiaalvergelijkingen van gehele orde. In deze studie wordt het conventionele
model uitgebreid door standaard differentieerders en integratoren te vervangen door hun fractie-orde equivalenten, wat zorgt voor
een flexibelere weergave van de systeemdynamica. De parameters van het fractie-orde model worden geschat met behulp van een
robuuste lineaire regressietechniek om nauwkeurigheid te garanderen. Een vergelijkende evaluatie toont aan dat de voorgestelde fractie-
orde representatie de overeenstemming tussen gesimuleerde resultaten en experimentele gegevens aanzienlijk verbetert, wat leidt tot
een nauwkeurigere beschrijving van het systeemgedrag. Dit onderzoek benadrukt het potentieel van fractie-orde modellering voor het
verbeteren van de nauwkeurigheid van niet-lineaire dynamische systemen.

Index Terms—Fractie modellering, rotary inverted pendulum (RIP), niet-lineaire dynamische systemen, gehele-orde differentiaalvergeli-
jkingen, lineaire regressietechniek
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1 ACHTERGROND EN MOTIVATIE

H ET Rotary Inverted Pendulum (RIP) is een
veelbestudeerd systeem binnen de regeltheorie

en dient als een fundamenteel referentiemodel voor de
analyse van ondergeactueerde en niet-minimum fase
systemen. Vanwege de brede toepasbaarheid wordt het
veelvuldig gebruikt in verschillende technische domeinen,
zoals robotica, lucht- en ruimtevaart en biomedische
toepassingen [1], [2], [3], [4]. Bovendien biedt het RIP-
systeem een praktisch testplatform voor het evalueren van
geavanceerde niet-lineaire regelmethoden [5].

Eeuwenlang vormde de gehele-orde calculus, on-
afhankelijk ontwikkeld door Isaac Newton en Gottfried
Leibniz in de 17e eeuw, de basis voor de modellering van
dynamische systemen. Dit wiskundige raamwerk is goed
onderbouwd en biedt nauwkeurige fysische interpretaties
[6], [7], [8]. De afgelopen jaren heeft de fractie-orde cal-
culus echter aan populariteit gewonnen als een flexibel
alternatief, met name vanwege het vermogen om over-
gangsverschijnselen, complexe schakeldynamica en andere
ingewikkelde systeemkenmerken vast te leggen die met
traditionele gehele-orde modellen moeilijk te beschrijven
zijn.

De voordelen van fractie-orde modellering zijn aange-
toond in diverse toepassingen. Zo blijken fractie-orde mod-
ellen beter in staat om de dynamica van ultraconden-
satoren te beschrijven, waardoor een sterkere overeen-
stemming tussen experimentele en theoretische resultaten
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wordt bereikt dan met gehele-orde benaderingen [9], [10],
[11]. Evenzo hebben dergelijke modellen in de biomedis-
che techniek bewezen een nauwkeurigere en compactere
representatie te bieden van biologische weefseldynamica
[12], [13], [14], [15]. Studies zoals [4] suggereren bovendien
dat hydrologische systemen van nature fractie-orde eigen-
schappen vertonen, wat de toepasselijkheid van fractie-orde
calculus op dergelijke fenomenen onderstreept. Daarnaast
zijn fractie-orde modellen onderzocht binnen mechanische
en elektrische systemen, waaronder modellen voor veren,
dempers, condensatoren, weerstanden en inductoren [12],
[16], [17], [18]. Doordat fractie-orde calculus een brug slaat
tussen dynamische gedragingen van verschillende gehele-
orde systemen, biedt het een uitgebreidere beschrijving van
overgangstoestanden [19], [20], [21], [22]. Ondanks deze vo-
ordelen blijft de exacte fysische interpretatie van fractie-orde
differentiatie en integratie een punt van discussie, waardoor
het uitdagend is om universeel geaccepteerde wiskundige
principes vast te stellen voor natuurlijke fenomenen [23],
[24], [25], [26], [27].

In deze studie wordt een fractie-orde model ontwikkeld
voor het RIP-systeem, zonder restrictieve aannames of
beperkingen op te leggen. De overgang van de klassieke
gehele-orde formulering naar een fractie-orde representatie
wordt systematisch uitgevoerd, zodat de dynamica van
het systeem op een natuurlijke manier wordt uitgebreid.
Daarnaast wordt een data-gedreven aanpak toegepast om
de systeemparameters te identificeren door experimentele
gegevens te laten aansluiten op het fractie-orde model.

De rest van dit rapport is als volgt opgebouwd: Sec-
tie II behandelt de formulering van de conventionele
gehele-orde vergelijkingen die het RIP-systeem beschri-
jven en introduceert de fractie-orde tegenhanger. In Sec-
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tie III wordt de parameteridentificatie besproken, waarbij
regressiegebaseerde schattingsmethoden worden toegepast.
De dynamische vergelijkingen worden gediscretiseerd en
de identificatie-algoritmen worden uitvoerig beschreven.
Sectie IV biedt een vergelijkende analyse tussen het geı̈den-
tificeerde fractie-orde model en experimentele data om de
nauwkeurigheid en prestaties te evalueren. Tot slot worden
in Sectie V de belangrijkste bevindingen samengevat en de
bredere implicaties van fractie-orde modellering voor niet-
lineaire dynamische systemen besproken.

Door gebruik te maken van fractie-orde technieken ver-
betert dit onderzoek de nauwkeurigheid van de modeller-
ing van het RIP-systeem en toont het aan dat deze aanpak
waardevolle inzichten en methodologieën biedt voor de
verdere ontwikkeling van niet-lineaire systeemanalyses.

2 MODELLERING VAN HET ROP-SYSTEEM EN DE
FRACTIONALISATIE

Een Roterende Omgekeerde Pendulum (ROP) vertegen-
woordigt een complex elektromechanisch systeem met
aanzienlijke niet-lineaire dynamica. Fig. 1(a) illustreert de
fysieke structuur van een typisch ROP-systeem, terwijl
Fig. 1(b) het coördinatensysteem laat zien dat gebruikt
wordt voor de analyse ervan. Het ROP-systeem beschikt
over twee vrijheidsgraden: de hoekverplaatsing van de hor-
izontale draaiarm, aangeduid als θ, en de hoekverplaatsing
van de pendelarm, aangeduid als α. Het dynamische gedrag
van het systeem wordt beheerst door de niet-lineaire beweg-
ingsvergelijkingen gepresenteerd in Vergelijking (1).

Figure 1. (a) Het fysieke model van het ROP-systeem. (b) Het coördi-
natensysteem van het ROP-systeem.
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De systeemdynamica die gepresenteerd wordt in
Vergelijking (1) worden uitgedrukt met behulp van gehele-
orde calculus, wat intrinsiek verbonden is met de gevestigde
relatie tussen fysieke principes en hun wiskundige rep-
resentaties. De fractionalisatie van het ROP-systeemmodel
impliceert niet de introductie van nieuwe fysieke principes
geworteld in fractionele calculus. In plaats daarvan be-
treft het vervangen van de gehele-orde differentiatoren
en integratoren in de oorspronkelijke dynamica door hun
fractionele-orde tegenhangers [28], [29], [30].

In deze context worden de gehele-orde derivaten, zoals θ̇
en α̇, vervangen door de fractionele derivaten Dλθ en Dµα,
waar λ en µ de fractionele orders van de operatoren Dλ

en Dµ respectievelijk vertegenwoordigen. Deze fractionele
orders zullen worden geı̈dentificeerd in Sectie III van dit
verslag. De resulterende fractionele-orde representatie van
de ROP-dynamica wordt geformuleerd in Vergelijking (13).
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In het veld van zuivere wiskunde bestaan er talri-
jke definities van fractionele-orde differentiatie, elk met
unieke eigenschappen en toepassingen. Onder de meest op-
vallende zijn de Grunwald-Letnikov fractionele derivaten,
Riemann-Liouville derivaten, Caputo fractionele derivaten,
en Miller-Ross fractionele derivaten [31], [32]. Voor dit
project adopteren we de Caputo fractionele derivaat, aange-
duid als Dλ := C

a D
λ
t .

De formele definitie van de Caputo fractionele derivaat
wordt verstrekt in Vergelijking (14), waarbij λ de fractionele
order is zodanig dat m < λ < m + 1, en m is een
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niet-negatief geheel getal. Deze definitie is bijzonder goed
geschikt voor systemen met initiële voorwaarden uitgedrukt
in termen van gehele-orde derivaten, waardoor het een
praktische keuze is voor het fractionele modelleren van
dynamische systemen.

C
a D

λ
t f(t) =

1

Γ(m+ 1− λ)

∫ t

a

f (m+1)(τ)

(t− τ)λ−m
dτ (14)

Voor het fractionele-orde systeem beschreven in Vergeli-
jking (13), is het essentieel om de fractionele orders te
identificeren die de systeemdynamica karakteriseren. Dit
betreft specifiek het bepalen van de fractionele-orde pa-
rameters λ en µ, die hun gehele-orde tegenhangers in het
systeemmodel gepresenteerd in Vergelijking (1) vervangen.
Deze parameters omvatten de mate van differentiatie en
integratie binnen het fractionele-orde kader, en bieden een
meer algemene representatie van het systeemgedrag.

3 DIGITALISERING VAN MODELDYNAMICA EN
FORMULERING VAN IDENTIFICATIEALGORITMEN

De systeemdynamica in Vergelijking (13) is een uitgebreide
fractionele-orde toestandsvergelijking, die een equivalente
vorm heeft uitgedrukt in Vergelijking (15).
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Hierbij worden de variabelen gedefinieerd als x1 =
θ, x2 = Dλθ, x3 = α, en x4 = Dµα. De termen
f1(t, x1, x2, x3, x4) en f2(t, x1, x2, x3, x4) komen overeen
met de tweede en vierde termen aan de rechterkant van
de vectorrepresentatie in Vergelijking (13), respectievelijk.

In deze studie wordt de Caputo-definitie van fractionele-
orde derivaten gebruikt om de systeemdynamica te mod-
elleren. Echter, onder de veronderstelling van nul initiële
voorwaarden, dat wil zeggen θ0 = θ̇0 = · · · = θ

(m+1)
0 = 0

en α0 = α̇0 = · · · = α
(n+1)
0 = 0, waarbij m < λ < m + 1

en n < µ < n + 1, wordt de Caputo-definitie gelijk aan
de Grunwald-Letnikov-definitie. Deze gelijkwaardigheid
maakt het mogelijk om de Grunwald-Letnikov-definitie te
gebruiken om de gereduceerde vorm van Vergelijking (15) te
digitaliseren. De wiskundige formulering van de Grunwald-
Letnikov fractionele derivaat wordt gegeven in Vergelijk-
ing (16).
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Onder nul initiële voorwaarden kunnen zowel Ca-
puto’s fractionele derivaten als Grunwald-Letnikov frac-
tionele derivaten worden benaderd door een partiële som
van de oneindige reeks beschreven in Vergelijking (16). De
nauwkeurigheid van deze benadering verbetert aanzienlijk
naarmate de gekozen tijdsspanne h voldoende klein wordt.
De discrete benadering van de fractionele operatoren wordt
uitgedrukt in Vergelijking (17), waarbij a de begintijd verte-
genwoordigt en T de eindtijd van belang aangeeft. Deze

benadering biedt een praktische benadering voor het nu-
meriek evalueren van fractionele derivaten over een eindig
interval.
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De coëfficiënten binnen de som van Vergelijking (17)
worden hieronder gegeven en kunnen iteratief worden
berekend voor efficiënte evaluatie.
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Het substitueren van Vergelijking (17) in Vergelijking

(15) geeft de discrete vorm van de systeemdynamica.
Bijvoorbeeld, Dλx2 = f1(t, x1, x2, x3, x4) wordt gedigi-
taliseerd als volgt:
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waarbij N = plafond((tl − a)/h) + 1, tk = a + kh, xk
1 =

x1(tk), xk
2 = x2(tk), xk

3 = x3(tk) en xk
4 = x4(tk).

Vergelijking (20) wordt herschikt om iteratief te worden
berekend zoals getoond in Vergelijking (21) en (22), dat wil
zeggen, de niet-lineaire fractionele differentiaalvergelijking
kan iteratief worden opgelost voor l = 1, 2, . . . , N . Evenzo
wordt de digitalisering van het tweede gedeelte van Vergeli-
jking (15) gegeven in Vergelijking (23) en (24).
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De systeemresponsgegevens worden geregistreerd door
lineaire optische encoders. Om de waarden van de
twee fractionele orders te benaderen, wordt een optimal-
isatieprobleem geformuleerd als volgt:

λ̂, µ̂ = argmin
λ,µ

L(λ, µ) (25)

De kostenfunctie voor dit optimalisatieprobleem wordt
gedefinieerd als de integraal van de tijdgewogen abso-
lute fout van de α hoek. Specifiek wordt de kostenfunc-
tie uitgedrukt in Vergelijking (26), waarbij α(t) de iter-
atief gesimuleerde waarden vertegenwoordigt verkregen uit
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Vergelijkingen (21) tot (24), en α̃(t) de gemeten realtime α
hoek vertegenwoordigt vastgelegd door de encoders. Deze
formulering zorgt ervoor dat het optimalisatieproces de
afwijking tussen de gesimuleerde en gemeten responsen in
de tijd minimaliseert.

L(λ, µ) =
∫ T

0

t|α(t)− α̃(t)|dt (26)

Om de optimale waarden van λ en µ te schatten, kunnen
verschillende wereldwijde optimalisatiealgoritmen worden
gebruikt. In dit project wordt het genetisch algoritme (GA)
gebruikt. GA is een stochastische zoekmethode geı̈nspireerd
door biologische evolutionaire theorie, die principes zoals
selectie, crossover en mutatie toepast op numerieke optimal-
isatieproblemen. De parameters van het genetisch algoritme
worden empirisch bepaald, en hun specifieke waarden wor-
den in de onderstaande tabel gegeven. Deze aanpak zorgt
voor een robuuste en efficiënte zoektocht naar de optimale
fractionele-orde parameters.

Populatiegrootte = 20 Crossover rate = 0.5
Mutatiesnelheid = 0.01 Aantal generaties = 25

4 IDENTIFICATIERESULTATEN EN EVALUATIE

De optimale parameters worden bepaald door het optimal-
isatieprobleem op te lossen, resulterend in λ̂ = 0.8623 en
µ̂ = 0.9146. De experimentele gegevens werden verkregen
door de pendelarm vrij te laten vanaf een initiële hoek van
α0 = 10◦ en de pendelhoeken, α(t), op te nemen met een
bemonsteringsfrequentie van 1000 Hz. De opname duurde
20 seconden om ervoor te zorgen dat het systeem volledig
was gestabiliseerd van de initiële oscillaties.

De simulatieresultaten gegenereerd met behulp van de
geı̈dentificeerde parameters worden getoond in Figuur (2),
waarbij de mogelijkheid van het model om het dynamische
gedrag van het systeem nauwkeurig vast te leggen wordt
geı̈llustreerd.
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Figure 2. Gemeten systeemresponsen en de passingswaarde van het
geı̈dentificeerde model.

Het meetproces introduceert ruis in het systeem, wat
de prestaties van het model verslechtert, zoals afgebeeld

in Fig. 2. De restanten worden gedefinieerd als de ver-
schillen tussen de gemeten uitgangen en de gemodelleerde
uitgangswaarden van het model. Voor de geldigheid van
het model wordt aangenomen dat de meetfouten een nor-
male verdeling volgen met constante variantie. De restplot,
getoond in Fig. 3, biedt een benadering om deze aannames
van normaliteit en constante variantie te verifiëren. Door de
restanten visueel te inspecteren, kan men de adequaatheid
van het model en de geldigheid van deze onderliggende
aannames beoordelen.
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Figure 3. Restplot en de normaalwaarschijnlijkheidsplot voor de geme-
ten restanten.

Zoals te zien is in Fig. 3, vertonen de restanten van
de gemeten gegevens een bijna perfecte uitlijning met
een normale verdeling, waarbij de aannames van het re-
gressiemodel met de geı̈dentificeerde optimale parameters
worden gevalideerd.

Uit de voorgaande analyse worden de optimale frac-
tionele orders voor de voorgestelde roterende omgekeerde
pendulum (ROP) dynamica bepaald als λ̂ = 0.8623 en
µ̂ = 0.9146. De gemeten fouten worden verondersteld
normaal verdeeld te zijn, een hypothese die wordt bevestigd
door residu- en waarschijnlijkheidsplots. Echter, er zijn ver-
schillende kritieke punten die verdere bespreking vereisen.
De modelparameters kunnen variëren als een alternatieve
kostenfunctie wordt geselecteerd voor het systeemidentifi-
catieproces. De keuze van de kostenfunctie in deze studie
wordt gerechtvaardigd door de kenmerken van de gemeten
ruisgegevens, zoals blijkt uit de restplots in Fig. 3. Specifiek,
de ruisverdeling is in wezen normaal, wat de geldigheid
van onze aanpak versterkt.

Verder wordt het model gevalideerd door simulaties die
verschillende niveaus van ruis bevatten. De modelorders,
λ en µ, worden gekozen uit de volledige set van reële
getallen. De optimale waarden voor deze orders worden
verkregen door de voorgestelde kostenfunctie te minimalis-
eren. De structuur van het model wordt gegeneraliseerd
door de derivaat- en integraalorders in de oorspronkelijke
starre-lichaam dynamische vergelijkingen uit te breiden,
waardoor de systeemdynamica nauwkeuriger kan worden
weergegeven met behulp van fractionele calculus.
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5 CONCLUSIE

In deze studie wordt het fractionele-orde dynamische model
van het roterende omgekeerde pendulum (ROP) systeem
geı̈dentificeerd met behulp van experimentele gegevens. De
metingen van de hoek van de roterende arm θ en de pen-
delarmhoek α worden verondersteld te worden beı̈nvloed
door witte ruis met constante variantie. De fractionele
orders van de ROP-dynamica, λ en µ, worden geschat
door een optimalisatieprobleem op te lossen, waarbij een
voorgeschreven kostenfunctie wordt geminimaliseerd met
behulp van een genetisch algoritme. De geı̈dentificeerde
optimale fractionele orders worden vervolgens opgenomen
in het systeemmodel. Vervolgens wordt de gesimuleerde
uitvoer van het aangepaste model vergeleken met de ex-
perimenteel gemeten uitvoer.

Residu- en waarschijnlijkheidsplots worden gegenereerd
na de oplossing van het aangepaste model, en de resultaten
bevestigen dat de aanname van normaal verdeelde meet-
fouten met constante variantie waar is. Dit validatiepro-
ces versterkt de robuustheid en nauwkeurigheid van het
geı̈dentificeerde fractionele-orde model bij het vastleggen
van de dynamica van het ROP-systeem.
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